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Bestimmimg von Gestalt and Lage 

eines Kegelschnitts ans einer Glelchnng 2. Ordnui^ ohne 

Koordinaten-Transformation. 

Mit wenigen Ausnahmen wird in Lehrbüchern und Abhaudlnngen 
über analytiache Geometrie bei der BeBtimmung Ton Geetalt und La^ 
eines Eegelschnitts aus seiner Gleichimg eine Schiebung und Drehung 
des Koordinatensystems vorgenommen. Wenn diese wirklich durch- 
gefnhrt wird, so hat der Schüler eine gute Einsicht in die Lage der 
Kurve zum ursprünglichen System gewonnen. Aber die Itechnung ist 
umständlich und man muTa bei der Drehung entweder mit transcen- 
denten Zahlen rechnen oder goniometrische Umformungen vornehmen, 
die bei einmaliger Anwendung recht belehrend, bei wiederholter er- 
müdend wirken. 

Die Mehrzahl der Bücher geben infolgedessen nach Erledigung 
des allgemeinen Falls Formeln fflr die Berechnung der Koeffizienten 
der Gleichung im traneformierten System, wodurch die (Gestalt der 
Kurve allerdings leicht zu bestimmen ist, aber die geometrisch min- 
destens ebenso wichtige Lage meist unberücksichtigt bleibt, wenn sie 
sich ja natürlich auch durch Berechnung des Mittelpunktes im ur- 
sprünglichen System und Bestimmung des Drehungewinkels — dessen 
GrÖise im Winkelmafs tüi die Koeffizientenberechnung nicht unnm- 
^nglich notwendig ist — nachtri^lich finden läfst. 

Die folgenden Zeilen haben den Zweck, eine schtdmäfsige Durch- 
führung der von R. Baltzer empfohlenen Methode der Zerlegm^; einer 
Funktion 2. Grades in Quadrate zu bringen. Auadrücklich möchte ich 
mich dagegen verwahren, dafe in dieser Frogrammachrift ein Lehr- 
bnchkapitel oder eine wissenschaftliche Abhandlung gesehen wird. Sie 
ist zwar für den Realprimaner verständlich und sie enthält einiges, 
wie ich glaube, wiaaenschaftlich Neue wenigstens in der Art der Ge- 
winnung der Resultate, z.B. die Ausnutzung der imaginären Asymptoten 
der Ellipse nnd gewisser Eigenschaften der Leitlinie der Parabel, die Um- 
gehung der Winkelfunktionen bei der Axenberechnung der zentralen*) 
Kegelschnitte — aber ihr eigentlicher Zweck ist, Kollegen eine Mit- 



*} Für die Parabel iat dies auf anderem Wege z. ] 
Progr. 237, 1891. ORS Breslau geleistet. 



Digitized^yGOOgle 



— 4 — 

teilnng Über die Behandlung einer zusammenhängenden Gruppe von 
Aufgaben zu machen, wobei öfter mehrere LdsungBrnethoden an- 
gegeben sind. 

Ich habe den Weg vom Besonderen zum Allgemeinen eingeschlagen, 
den ich für die Schule in diesem Kapitel nach Schwerings Vorgang 
für den richtigen halte. Ich setze Torans, dafs die wesentlichen 
Eigenschaften der EegelBchnitte an den bekannten Zentral- und Scheitel- 
gleichungen erörtert sind, auch dafa einige Übungen in der Benutzung 
der Normalform der Gleichung der Geraden vorangegangen sind; ich 
habe aber besonders in den Zahlenbeispielen manches mit Bewnlätsein 
breit dargestellt, wo nach meiner Er&hrung der Schüler sich leicht 
mit halbem Yeretaadnia begnügt, statt sich die Gewifsbeit durch eine 
bisweilen allerdings ziemlidi lange Rechnung zu vuBcliaffen. 

Wo das Verfahren g«a&n analog ist, z. B. bei der Betrachtung 
der konjugierten Zentralen einer Hyperbel, nachdem die Ellipse be- 
handelt war, habe ich mich mit der nackten Rechnung b^fnfigt, da- 
gegen finden sich im aUgemeinen Teile Wiederholungen von ^tzen 
aus dem speziellen Abschnitt, am den ersteren für sich, wenigstens 
für den Lehrer, leichter Terständlich zu machen. 

Mit wen^ Ausnahmen habe ich auf die Litteratur im einzelnen 
nicht hingewiesen. Die Zahlenbeispiele sind den bekannten trefflichen 
Werken von Hochheim und £rnmme entnommen. Von den sonst 
benutzten Büchern*), die mir wesentliche Dienste geleistet, dürfte nur 
die erst 1901 erschienene I^t^rammabhandlung von 0. Gutsche, 
GrundrÜs der analytischen Geometrie, weniger bekannt sein. 



I. Besondere Elllpee. 
Die Gleichung 

Sa;* -I- 6a:y + 5y^ - 26x ~ 22y -|- 29 — 
werde mit 5 erweitert 

(bxy + l0x(3y~lS) + 25y» - llOy -|- 145 = 
und zu 

(3I/-13)» - 9y» + 78y - 169 = 
addiert: 

(5a:-|-3y-13)« + 16y« - 32y -24-0. 

Fügt man 16 — 16 hinzu, so nimmt sie folgende geeignete Form an: 

(5a:-|-3y-13)»+16(y-l)» = 40. 

*) B. Baltzet, Briot-Bonqnet, 0. TL Bfirklan, J. Diekmaiui, H. Drasch, Fort 
und SchlOmilcb, J. EViBcbauf, H. Funke, Gtandtaer-Orahl, Ganter und Bndio, 
Q. fiolzinOller, 0^ Janisch, F. JoachimBthal, H. Mortus, Mink-Fiedler, J. Schloteke, 
H. Schotten, E. Schwering, M, Simou. 
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Es soU gezeigt werden, däls diese Gleichtmg eine Ellipse darstellt 
mit den konjugierten Zentralen (Fig. 1) 

5r + 3y— 13 = und y-1— 0. 
Die beiden Geraden schneiden einander in dem Funkt if 1 2 1 1, wobei 
das Zeichen { nach M. Simons Vorgang „mit den Koordinaten" oder 
„hat die Koordinaten" gelesen werde. Die Geraden schliefsen, da 
y — 1 = der x-Axe parallel ist, einen Winkel y ein, der gleich ist 
dem Winkel, den die erste Gerade mit der x-A.xe büdet. Da bei der 
ersten Geraden 

6 , 13 
y T^ + T 

ist, so ergiebfc sich: tg y ■■ — y, also ^ = 121", Eine Parallele zu der 
Geraden 5a: + 3i/ — 13 — hat die Gleichung bx + By — IS =■= c, wo 
c eine beliebige Konstante ist. Die Schnittpunkte dieser Parallelen 
mit der Enrre findet man aus den gemeinsamen Losungen der Glei- 
chungen 

5a; + 3y ^ 13 = c 
und 

(5«+3y-13)«+ 16(j/-l)»^40. 

Die letztere geht unter Berücksicht^ung der ersteren in 

c'+16(y-l)»-40 
über. Es ist nicht nötig die Endpunkte 2^ ] y^ und x^ \ jf, der auf der 
Geraden abgeschnitteneu Sehne zu bestimmen, wenn man nur, worauf 
es hier ankommt, zeigen will, dafs die Mitte der Sehne auf der Ge- 
raden y — 1 =- liegt. Die Koordinaten der Mitte sind '^"T ^' ^ ^* , 
die Summe der Wurzeln einer quadratischen Gleichung findet man als 
negativen Koeffizienten des zweiten Gliedes. Dieser ist aber, wie aus 
der umgeformten Gleichung 

j,» _ 2j, + 1 „ (40-c»} : 16 
ersichtlich ist, gleich 2. Es ist also yi-\- Vt^ 2. Da die Punkte 
a^j I ^ und 9i I j/g beide auf 5;x -f 3y — 13 °= c li^en, so gelten die 
beiden Gleichungen 

5a;, + 3yj — 13 = c und bx^ + 3y, — 13 — c. 
Durah Addition derselben erlült man: 

ö(x,+x,) + 3(y,-|-j/,) - 26 = 2c 
und da ^i + y» = 2, ist 

a^-|-3:, = 2(c-|-10):5. 

Der Punkt Jff j ^i^ 1 ""-^ - 1»»* als» ^^^ Koordinaten ^±^ 1 1. 
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Setzt man diese in die Gleichung der Geraden y — 1 =0 d. i. 
{),3;_|_y_X==0 ein, so wird diese identisch erföllt, d. h. die Mitten 
aller (denn c ist beliebig) zu 63; -|- 3y — 13 =- parallelen Sehnen 
liegen auf der Geraden y — 1 = 0, diese halbiert also die Sehnen. 
In gleicher Weise berechnet man die Mitten der Sehnen, welche zn 
y — 1 = parallel sind. Die Gleichung einer parallelen Sekante iat 
y — 1 ^c, ihre Schnittpunkte ic, | y, und x^ \ y, mit der Kurve erfOllen 
sowohl die Gleichungen y, — 1 ■= c und y, — 1 — c, aus denen 
y* "*" ^* = 1 -j- c folgt, als auch die Gleichung 

(53;-J-3y-13)» + 16(y-l)» = 40. 
J)a, y — 1 =- c ist, geht diese über in 

(5ic+Sc-10)' + 16c*-40 

^ ^' s , o 3C-10 , , la ,12 „ 

^ + 2x- — g— + c» - - c 4- y = 0, 

ans der — "^"^ = — ^ ■■ folgt Die Mitten der Sehnen haben dem- 
nach die Koordinaten — ^^ U + "■ Setzt man diese in die Gleichung 

5ic + 3y - 13 = 
ein, so erhält man die Identität 

10-3c + 3 + 3c-13=.0 
d. h. die Gerade 5a; + 3y — 13 = halbiert alle zu y — 1 = parallelen 
Sehnen. 

Hiermit ist bewiesen, dafs die beiden Geraden 53; + 3y — 13 = 
und y — 1 = die charakteristischen Eigenschaften zweier in Bezug 
auf den Kegelschnitt 

konjugierten Zentralen haben, daTs also die auf ihnen liegenden Sehnen 
konjugierte Durchmesser sind, und dafs ihr Schnittpunkt der Mittel- 
punkt J12 { 2 1 1 des Kegelschnittes ist. 

Es sei darauf hii^ewiesen, dafs die bisherige Untersuchxing genau 
zu analogen Resultaten geführt Imtte, wenn das Yorzeichen des zweiten 
Gliedes der Kurvengleichung negativ gewesen wäre, d. h. die Gleichung 

(5a;-f-3y-13)' - 16(y-l)' = 40 
stellt ebenfalls einen Zentralkegelschnitt mit dem Mittelpunkt Jtf{2|l 
und den konjugierten Zentralen Ö3;-|-3y — 13 = und y— 1 = dar. 
Die EntBcheidong darüber ob eine Ellipse oder Hyperbel vorliegt, 
kann z. B. durch Bestimmung der Endpunkte der konjugierten Durch- 
messer gefuhrt werden. Fallen dieselben alle reell aus, so haben 
wir eine Ellipse, sind zwei komplex, eine Hyperbel. 
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Die Gerade t/ — 1 = sclineidet den Kegelschnitt 

(5a:+3y-13)» + 16(y-l)* = 40 

in zwei Punkten Ai und A^, deren Ordinaten beide gleich 1 sind und 
deren Abecissen sich aus der Gleichung 

(5a!- 10)' = 40 

gleich 3^6 und 0,74 ergeben. Der Durchmesser ist 



A,A,- yix,-^,y + (»,-»,)• - 2,62 
und die halbe Sehne Oj = 1,26. 

Ebenso schneidet die Kurve auf der Zentrale bx + 5f/ — IB = 
den Durchmesser B^Bf heraus, wo die Ordinalen aus der Gleichung 
16(y— 1)'=-40 gleich 2,58 und —0,58, die Abscissen ans der Glei- 
chung 10a; = — 6y + 26 gleich 1,05 und 2,95 gefunden werden. 
Hieraus eigiebt sich die Länge des DurchmesBers 



Bi-Bj - Vi^-^iT + (Sj-yi)' - V3,61 + 9,99 = 3,7 
und die der halben Sehne i^ = 1,85. 

Da die Kudpunkte beider Durchmesser reell sind, so stellt die 
Gleichung eine Ellipse dar. Dies kann anlserdem dadurch bestätigt 
werden, äaSs Parallelen zu dem Durchmesser in hinreichend grolsem 
Abstand, d. h. in unsem obigen Gleichungen mit hinreichend grofsem c, 
gezogen werden, wobei sich die Koordinaten der Schnittpunkte als 
komplex ergeben. 

Um die Halbaxen a und b der Ellipse zu berechnen, benutze ich 
die bekannten Gleichungen, die vorher abgeleitet sein müssen*): 

a* + 6* — o,' + 6j* -und ab = 0,6, siu y. 



*) Elegante Beweise dieaen Satzes findet man z. B. bei M. Simon (Ltf. d. 
an. G. g 24), H. Schotten (Der KoordinatonbegriS S. IT). Ea sei gestattet hier 
eine KTHmjne nacbgebUdet« Ableitung zu geben, die etwas umständlicher ist, 
aber wenig roniUBBetst. 

Die Ellipse 6*x'-f-o*y'=a'6' werde von der Geraden y ^ t« + c geschnitten. 
Die Koordinaten der S ebnenmitten £ 1 1) findet man wieder als halbe negative 
EoeffizienteiL quadratischer Gleichungen fOr x bezw. y, die man durch Sub- 
stitution erhBlt, und zwar ist 

ä aUc t (aH^+b^; ^ = Ö»C : (flH' + b^. 

IKe Pnnkte £ { ii liegen demnach, wie man durch Elimination von c findet, tmt 
der Geraden durch den Mittelpunkt &*£-)- a'ti] ^0 und, wenn man dieae y = ix 

schreibt, sieht man dafs it ^ j, d. h. die Uitten der zn y» {'s parallelen 

Sehnen liegen wieder auf y^tx. t nnd t! sind die Bicbtungskonstanten zweier 
konjugierten Durchmesser nnd diese sind durch die Gleichung tif ^ j- ver- 
bunden. Fafst man zwei vom Mittelpunkt ausgehende Halbmesser o, nnd b. 
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Da tg y = — s- gefiindeo war, ist sin y =• — = = 0,857; demnach 

a» + fts = 5 und 2ab = 4, also a = 2; 6 = 1 oder « = 1; 6 = 2. 

Die durch die Oleichnng gegebene Ellipse ist also den Ellipsen 

kongraent. 

Um die Bichtui^; der Äsen (Fig. 2) zu finden, suche ich den Winkel, 
welchen a mit Oj bildet, indem ich die EUipse 4a^ -\- y' = 4 mit dem 
Ereise x* + y* = 1,6 schneide. Es ei^ebt sich x^ = yÖJ8 nnd 
cos 9? = — = V Y d. h. qo = 45" oder gleich — 45". Die Gerade 
y ~ l <^0 bildet also mit der grofsen Äze den Winkel 45" oder 
— 45". Da die Hauptaxe bei der Ellipse stets im spitzen Winkel 
konjugierter Zentralen li^*) und y — 1 = mit 5a; + 3y — 13 = 



mit den EndpunkteB x,\yi, ^ | y, ins Ange, die auf y^tx bezw. y ^ t'x liegen, 
HO ist ( ^ — , y, ^ - — i ■ —x,. Dnrch Quadrieren erMlt mos 

a'y^'a'yt'^b'x^'b'x,*. 
Benlcksicbtigt man, dafe sowohl a'y,'+6'a^'=a*6', als anch a 
ist, flo ergiebt aich; ft'a^'^o'y,' und o'y,'^6'«,'. ~ 
a,* + i,' = x,' + y^' + x,' + y,*-=Xi' + x,* + y,'- 



• + Tiyi' + !'i'+— 1« 



Setzt man ( = tg o, i' ^ tg |J, ho ist der Winiel, den die konjugierten Durch- 
mesBer einachlieTHen, j ^^ tt — ß 

.m,_dn(.-p)_,in..co.(l-.o...™p_|!3_i.|._Jj,(j,,i,_:^j,), 
also da 
«. = ±yy>! y,-=F-^^; «i^8in7 = yy,' + -a:,': ^Ü_n_ ! ^aö. 

Wenn «, positiv ist, mufs y, negativ sein, da — = j ■ — ist, voransgesetzt 

dafs x, und y, positiv sind, 

•) Bei der Ellipse ^ + ^ = 1 sei a>6. Nach der vorigen Bemerkung 
besteht Ewischen den Bichtmigsfaktoren konjugierter DucbmesBer die Relation 

tg o ■ tg p = j, wenn a und p die Winkel der Durchmesser mit der positiven 

Abscissenrichtnng sind. Ist a ein spitzer Winkel, so ist ß stumpf und 

tg |J = - et« (jS - 90°), also tga:tglß — 9Q') = b':a' 
d. h. tgo<tg(P— 90«), a<p-90» .-. W<ß — a, d. h. die Nebenase wird 
von dem stumpfen Winkel der Diuueter eingeBchloBsen. 
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den Winkel + 121" bildete, so mufe fOr die Hanptax'e der Winkel 
— 45" gegen die Gerade y — 1 = angenommen werden. Der Richtangs- 
faktor der Hanptaxe iat demnach — 1, sie ist parallel zn der Geraden 
x + y = c and da M{2\ 1 auf ilir liegt, hat aie die Gleichung x -\-y = B. 
Die Nebenaxe ist x — y = c parallel, gebt durch ^{2jl, hat also 
die Gleichung x ~if= 1. . 

Es ist praktisch, sogleich nach Zerl^ung in Quadrate die beiden 
konjugierten Zentralen auf (karriertem) Papier mit (blauer) Tinte zu 
zeichnen und die Endpunkte der DurcbmeaBer einzutragen. Ebenso 
zeichnet man die Hauptaxen (mit roter Tinte) und trägt die Halb- 
axen von M aus auf ihnen ab. Durch die acht Funkte ist Gestalt 
und Lage des Kegelschnitts hinreichend genau bestimmt. 

Die Berechnung der fibrigen Konstanten geschieht in Üblicher 
Weise, Ans a = 2 und 6=1 findet man 

e = y^^^' = 1,7, j, = -1' = 0,6, t^-^'- 0,866. 

Die Brennpunkte F und F' liegen . auf der Geraden « + y =- 3 um 
1,7 von M entfernt. 

Die Richtui^ der Axen kann man auch auf einem zweiten weniger 
anschaulichen aber rechnerisch einfacheren W^e gewinnen. 

Aus der Gleichui^ 

(5a:-J-3j/-13)''+16(j/-l)» = 40 

kann man die Gleichung zweier imagii^lren Geraden gewinnen, die 
mit der Kurre die unendlich fernen Punkte gemein haben, und da 
jeder der Punkte doppelt zu zählen ist, Tangenten in diesen Punkten, 
also imaginäre Asymptoten sind. Die Halbierungslinien der Asymptoten- 
Winkel sind die Azen der Kurve*). Es ist 

(5a;+(3 + 4i)y-13-4*)(ö«+(3-4i)y— 13 + 4«) = 40. 



*) Hat man bei der Ellipse — ,- -\- ~ ^^1 zwei Paare koi^agierter Zentralen 

y = tx, ff = ix und y = — ta;, y=-~(x, eo halbieren die Aien die Winkel 
zwischen den ersten Qliedem der PaRre und zwischen den zweiten Qliedem der 
Paare. Die imaginären Asjutptoten der Ellipsen haben nun die Qleichungen 
bx-\-iay'=ü nnd ix — taif^^O. Die erste Asymptote hat also den Richtungs< 

koeffizient tg o; ^ — , die zweite tg a' = Snche ich die der ersten korgagierte 

Richtung, «> mnfs tgatg|J= j sein, d. i. aber der Fall, w^in tg^= — = tg« 

ist, d. h. jede Asymptote ist eine sich selbst konjugierte Zentrale. Da femer 
tgic^ — tga', ao stellt jede Asymptote ein Paar konjugierter Zentralen, beide 
ein dem obigen analoges Doppdpaor dar. Die Halbierungslinien des Doppel- 
poores und Axen. Dem Schüler mufs der Satz natürlich zuerst bei der Hyperbel 
bewiesen werden. 
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Die Ctleichnsgen der Asymptoten eind demnadi 

5a; + (3+4t)y - 13 - 4i = 0, 

5a; + (3-4i)y-13 + 4i = 0. 
Diese werden in die Normalform*) durch Multiplikation mit den 



*) Die Noxmaifotm der Gleichung einer Geraden könnte und sollte im 
Asfajig8iuiterricb.t mehr herangezogen werden, als in vielen Lehrbüchern ge- 
schieht. Hat mttn den cos als die Zahl definiert, mit welcher man eine Strecke 
multiplizieren mufa, um ihre Projektion zu erhalten, bo fafst der Schüler die 
Projektion eines Streckenzngea leicht auf. Ist die Entfernung eines Punktes 
P{x\y von einer Geraden gleich e, die Entfernung dieser Geraden vom Null- 
punkt ji, BO sieht man unmittelbar, dafs x ■ coixp-^ jf ■ C0Byp'^p-\- e. Da 
igxp^ — ctgxg, wo g die Richtung der Geraden bedeutet, so ist fOr die Gerade 

Aai + By + C = tgxp = ^ 



cos xp = -r^^^^. , coH yp = — ^=^=^ , p = - 



wo das Vorzeichen der Wurzel so zu bestimmen ist, dafs p auf der linken Seite 
der Gleichung das negative Vorzeichen hat. Liegt ein Punkt auf einer Halbierungs- 
linie der Winkel zweier Geraden, so iat entweder e=^-|-e', oder 6'=— e'.je 
nachdem ob der Nullpunkt in dem halbierten Winkel oder in dem Nebenwinkel 
liegt. Im zweiten Fall iat die Gleichung der Halbierungslinie 

3;(coB «p + cos xp') + y (cos yp -f cos yp') — (p + p") = 
oder da 

xp-i-py^ 90' also coflyp«=co8py^ sina^p, 
unter Benutzung bekannter gonimetrischer Formeln 

X . coa '^^ "^ '^^' -i- « sin ''^ + ^P' _ !>+/ ^ q 



Da (xp-i-xp'):2 der Winkel des Lotes der Halbiemngslinie mit der x-Axe ist, 
so erscheint jetzt diese Gleichung wieder in Normalform, während die anmittel- 
bare Addition nicht die Normalform liefert. Die Gleichung der erstell Halbierungs- 
linie gewinnt man durch Subtraktion, und nach gleicher Umformnng erhält man 

denn der Winkel des Lotes mit der a^Äxe ist 7" 4'^'J''- Die Gleichong 

die Normalfonu 

über, die Entfernung e eines Punktes P{x\y "o" >>"■ "* 'il>"> - — ^ 

die ^ von einer zweiten Geradei 
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I»'- 6"+ (3+40"; «'-6' +(8-4.)'; 

»• - 18 + 24.-, 

»' - 18 - 24»; 
m' + »'_36; «»■-»•-48i; mV -36 -26; i»» - 30; 
(>»+»)' -96; («.-»)• 24; 

» + ■ (<•+<•)• ü i. 

M — n^m' — n' 48i ™ t ' 
m — n (M— w)* —84 _ 1_ 
m + n~ nt' — n' *" 48» "" 3t' 

Mnltipliziert man die ÄB;mptotengIeicllullgeil mit — und — und addiert 
bezw. 8abtralliert dieselben, so erMIt man 

Die erste Gleichung wiid durch — 1 — , die zweite durch dividiert 

5a: + « (3 + 4,i^^) - 13 - 4i ^^ - 0, 

■' \ n + m/ n-f-nt 

5« + y (3 + 4»-^^) - 13 - 4» -^^ = 0. 
Setzt man die Werte för y; - und ^_ - " ein, so erhält man 
5x + y(3+2) - 13 - 2 = d. i. x + y = 3, 
5a; + j/(3-8)— 13+ 8 =0 d.i. x-y^l. 
Die Oleichnngen der Azen sind also 

X + y = d und X — y = l. 
Die Schnittpuiikte derselben mit der Kurve erhält man durch Sub- 
stitution in die Gleichung der letzteren, es ist 



Hnie, ao sind die Entfernungen gleich oder entgegengesetzt gleich, man erhalt 
also die Gleichung derselben durch Subtraktion beaw. Addition der GHeichnngen 
der Geraden in Normalform. Das Verfahren vereinfacht sich neaentlich, wenn 
yA'-{- B' = yA''-i- B'' oder wenn man eine der Qleicbnngen ao umwandeln, 
kann, dafe dies der Fall iet. 
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(»i-a:,)' + {>,-!,,)■ -16 .-. 2.1-4, 
ebenso 

4(y-l)' + (y-l)» = |.-.y = l±|/f; ^ = 2±l4; 

n. Besonder« Hyperbel. 

Bei der folgenden Betrachttmg einer Hyperbelgleicbnng ist von 
einer ansföhrlichen Darl^ung der Scbnitte Ton Scharen paralleler 
Sekanten abgeeebeu, da Bich die ßeclinnng wie bei der Ellipse 
fahren läTst. 

Die Gleichtue (siehe Fig. 3 und 4) 

4x^ + 8xy - 4y» - gSa; + 4y + 15 = 
geht zunächst in die Form: 

(2x)' + 4a;(2y-7) - 4y» + 4y + 15 = 
über,- weiter durch HinzafQgang Ton (2y— 7)^ — 4y' + 28i/ — 49 in 

(2x+2y-7)' ~ 8(f- 4y) - 34 - 
nnd durch Addition von — 8 ■ 2' -J- 32 in 

(2a;+2y-7)»-8(j/-2)» = 2 
oder durch erste Ausscheidung von y in 

(2!/-2»-l)'-8(«-|)' 2. 

Die konjugierten Zentralen schneiden einander in Jlf j -^ 1 3. Auf 
j/ - 2 = Uegt der Durchmesser 2o, = 1^, auf 2a; + 2y - 7 = 
der Durchmesser iY^, also 26, = y^. Die Kurve ist also eine gleich- 
seitige Hyperbel. Da der Winkel y aus tang y = — 1 gleich 135" 

gefunden wird, ist «,* — 6,* — «- »* — ft**), 2aft = l/y, folglich 
a =■ 6 ■= -T- V^ und e = 1/^ ■ Die Kurve ist kongruent der Hyperbel 



*) Die Hyperbel b*x* — a'y* = o'ö' werde von der Geraden jf = tx -\- c 
in zwei reellea Punkten geBchnitten. Die Scbnittpnnkte erhält man auB der 
Gleichung der Geraden und der durch Substikition gewonnenen Gleichung 
(b* — a*t*)x* — 2a'tcx = a'(6'-j-c'). Die Mitte der Sehne habe die Koordi- 
naten ||t], wo I gleich der halben Summe der Wurzeln obiger Oleichnng, also 
gleich dem. halben negativen Koeffizienten von x dividiert durch den von x' 
ist. Han findet; 



»'(•' 
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a:* — y* = IZ-g- ■ Der Kjeis ic* + J/' = -5- Bchneidet dieselbe, die Ab- 

scisee des Scbrnttiptinkts ist arj = y [/ 1 + l/-g- , cos 9) — — -= 0,926. 

Bei jeder Hyperbel liegen beide Axeu im stampfen Winkel*) kon- 
jugierter Zentralen. Die Hanptaxe ist demnach nm + 22'/," g^^n 
(/ — 2 <=- gedreht Die Oleichong ihrer Geraden ist demnach 



Durch BUminatiOQ von e erl^lt man die Gleichtmg fSr deu geometrisclien Ott 
der SehDenmitten b'£ — a'tii -^ 0, eine Qerade durch den Mitelpnnkt der Hy- 
perbel. Schreibt man die Gleichung dieser Geraden y •^ t'x, bo erreicht man, 

daTs (t' = — j- ist, daTa also die Qerade jf » fte in gleicher Weise die zu y = t'x 
parallelen Sehnen halbiert. Sucht man einen Schnittpunkt x, | y, von y = t'x 
mit der Hyperbel, HO iety,.= ('iB,. Für einen Schnittpunkt a, | y, von y = (a;gilt 
die Gleichung v, — tx, , ea iat alao t=^ und (' = -r— ' , also u, = — ^ . -^ ■ x,. 

Durch Quadrieren folgt: a'y,'- a*y,'= 6*«,'- b'x,'. Setit man a'y,'= b'x^' 
— a'b', Bo findet man; {o*y,' — 6'a!,'}6*a;,'=»a'6'' o^y,', und da die Klammer 
gleich — o'6' iat, b'x,* ^ — a'y,' und o'y,'^= — b'x^', d. h. wenn a:, und x, 
reell aind, so sind x, und y, imaginär. Yen zwei konjugierten DurchmeBaem 
der Hyperbel ist einer imaginär (die konjugierten Zentralen aind natOrlieh beide 
reell). Eine Ausnahme machen die auf der Asyinptote liegenden unendlichen 

Durchmeaaer. Die Gleichung einer Asymptote ist ^-|--^ = 0, aleo ( = — -—, 
die koqjugierte Richtung t' vriid aus It' = — j ebenfalla gleich gefunden, 

die Asymptote ist alao eine aich seibat koigngierte Zentrale, die Gerade y=^tx 
und die Gerade y ■■ t'y haben tUetelben unendlich fernen Schnittpunkte mit der 
Hyperbel gemein. 

Man hat nun die konventionelle Bestimmung getroffen, unter koqjugierten 
Durchmessern bei der Hyperbel die reellen Koeffizienten der L&ngen derselben 
anzunehmen, ao dafa alao der Endpunkt der Halba^en 6, die Koordinaten 
10^ 1 i^t hat. Diea Sachverhältnis muTa dem Schüler an der Figur 8 klar ge- 
macht werden. Die Punkte £,, B, aind nicAt Hyperbelpnnkte, ebensowenig wie 
B und B', sondern nur die Strecken MB,, ÜB haben für die Rechnung 
praktiache Bedeutung. Die Punkte nicht zu setzen, hat den Nachteil, dafs der 
Schüler aie aus eigenem Antrieb konatniieri. und dann ihre Bedeutung immer 
mifaversteht. 

Hat man nun a, f x, { y, und 6, { >x, | t'y, , so ist 

> ■ I 1 >. • > . «' . , ö» , 

«i — ah' + y.*! 6i'"-- V — Vi' — jTft'+^aH', 

folglich 

v-v-'- 



' y. 



Iat t=^tga und ('i^ tg^, ao iat der Winkel der Zentralen y^a — ß, also 
ainr=.ain(„-(r)=sin«coB(»-coB<rsin^-^.^-^i.^=^(,-^y,_i^y,). 
Da nun x, ^ -^y, und y, =* — x,, so hat man: 
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y =- 0,4a; + 1)4. Die Wintel der Asymptoten ergeben -sich gleich 
- 22" 30' und +67*30', da die Hyperbel gleichseitig ist. 

Ein zweiter Weg znr Auffindung von Lage und Länge ist fol- 
gender. 

Zerl^^ man die QnadratdilFerenz in zwei lineare Faktoren, so 
stellt deren Terschwindeu die Asymptoten dar, da sie nur unendlich 
ferne Punkte mit der Kurve gemein haben. 

(2a, + 2y - 7)» - 8(y - 2)» = 2 

werde in der Form 

(« + !'-i)'-2C!'-2)'-| 
zerlegt in 

(>, + (1 + l/2)s - I - 21/2) (i + (1 ^ >/2)j, - I + 21^) - 0. 

Die Oleichimgen der Asymptoten sind nach kleiner ümformnug 

(I) »-| + (l+y2)(j,-2)_0 

i-| + (l-V^(!,-2)-0 

oder wenn man die zweite Gleichung mit 1 -|- Y2 erweitert, 

(H) _(i_|)(l+V2) + j,-2-0. 

Die Azen werden gefunden, wenn man die Asymptotengleichungen 
in Normalform addiert bez. subtrahiert. Da hier aber die Norm bei 
beiden die gleiche ist, nämlich — , so kann man die Gleichung 

in der vorliegenden Form addieren bezw. subtrahieren. 

Die Gleichungen der Axen erscheinen zunächst in der Form: 



Diese Relationen gelten also (Fig. 8) tOi die Strecken MAi, MB^, MA, MB. 

Nebenbei lat zu bemerken, daTs die Aien atets beide im Btumpfen Winkel 

kotuugiertet Zentralen liegen. Ist i^mlich t positiv lund kleiner als — l, eo 

ist n spitz, ß aber ebenfaÜB spitz [( grOfser als — I, weil tt' =^ -| — -^, also 
ß ^ a, der Winkel, in dem die Asymptote liegt, spitz, sein Nebenwinkel, in 
dem die Aie liegt, stumpf, Ist a stumpf, ( negativ j ( |< ^— , so ist ^ 
stumpf und, da | (' | > ^— irt, kleiner als n. Die Lage ist also entsprechend. 
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— lo- 
ci) (2 + )/2)(i-|)+l^(y-2)-0 
(n) _y2(i-|) + (2+V2)(y-2)-0 
vmd werden fElr die weitere Beclmang in 

(I) a:-l-{l-y2){y-i) oder j, - 2 (l+y2)(x-|) 

(U) i-|_(l+y2)(j,-2) oder »-2 (l - )/2) (« - |) 

übei^fakrt. um die Schnittpunkte x^ \ yi und x^ \ y^ einer Axe mit 
der Kurve za erhalten, verwandelt man die Glleichang der letzteren in: 

(«^| + S-2)*-2(i,-2)'-|. 

Durch Substitution erl^t man ans (I) 

(2->/2)'(!,-2)>-2(<,-2)>-| 



Ans der Gfleiehting der Axe ergiebt sich 

(i.-»,)'-(3-2)/2)(S,.-,,)' 

Wi'-{x,-x,)' + (3,-y,)'-- 2(2-y2)(i- + }/i) - -Vi, 

aUo S - y V2. 

t)ie Schnittpunkte mit der Äxe 11 ergeben eich ans den Qlei- 
chnngen 

x-\-(i+y2){3-i) nnd (»_| + ä,-2)'- 2(j,-2)' - |, 
die fttr die Ordinate den Wert 

far die AbeciseendüS'erenz den Wert 

a^-3:, = {l+]/2)(j/,-y,) 
liefern, so dab 

40' - (i, -«,)■ + (s,, -„,)>- 2(2 +V^) (")/| - i) - 1^ 
und 

gefunden wird. 
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m. Asymptotlaohe aieiehanffsform. 

Ist der EoefEzient von a;* negativ, 80 erweitert man die Glei- 
chmig mit — 1, ist er Null, so benutzt man den von y* znr Zer- 
legong. Die Zerlegtmg nach y liefert im allgemeinen ein zweites 
Paar konjugierter Zentralen and Dorclimesser. 

Wenn die Koeffizienten von 3^ und y* beide Null sind, nimmt 
die Oleichimg etwa die Form an: 

a-y _ 2j; _ 3j, _ 10 = 0. 

Sondert man x ab und f5gt -}- 6 — 6 hinzu, so ist 
a:(i,-2)-3(,-2)-16 
(i-3)(j,-2)-16, 
d. i. eine gleicl^eitige Hyperbel mit den Asymptoten x — 3 ~ 
und y-2 = und dem Mittelpuntt Jtf{3|2. Die Halbaie findet 
man entweder unmittelbar durch Yei^leich mit der bekannten Hy- 
perbel x' • y'"±Y gleich 4y^, oder nachdem die Gleichung der 
Hauptaxe x — y^l und die der Nebenaxe a; + y = 5 gefanden, aus 
den Schnittpunkten mit der Kurve ^, {7|6, j4j|-^1| — 2 folglich 
A^Ä^^ = 8* + 8' und 4a» ^ 128. (Fig. 5.) 

Die Zerlegung in Quadrate ist natOrlich auch hier möglich, da 

2x = {x + y)-^{x-y) und 2y = {x + y) - {x-y), 
also 

Axy = {x + yf -{x- y)\ 
So geht 

4:xy - 8a: - 12y - 40 = 
über in 
j . (x + y)' ^ {x-y)' - X(S{x-i-y)^ 2(x-y) - Ali-O, 

(i + »-6)'-(i-,-l)'-8>. 

Die konjugierten Zentralen stehen senkrecht auf einander, sind also 
Axen. Die Schnittpunkte von x — y = \. mit der Kurve ergeben 
sich wie oben, so dafs a = 4V'2. 

IT. Besondere ParabeL 

Bleibt nach Absonderung eines Quadrat« nur ein linearer Faktor 
übrig, so stellt die Gleichung eine Parabel dar: 

x^ - 2xy -\-y^-8x+16 = (x-y)* - 8(a:-2) = 0. 

Die Gerade x — 2 =-0 hat mit der Kurve zwei zusammenfallende 
Punkte gemein. Dies wird besonders anschaulich, wenn man die 
Kurve durch eine Schar von Parallelen x — 2 = c schneidet. Durch 
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eine der bei der Üllipse durcbgefahrteu Rechnung analoge findet 
man, daTs die Mitten aller Sehnen anf a: — y — liegen, so daia diese 
Gerade wiederam Zentrale (DarchmeBBer) genannt zn werden ver- 
dient. Die Länge der Sehne nimmt mit c ab, Terscbwindet bei c — 
and wird fUr negative c imi^inär. Die Oerade x — 2 = ist dem- 
nach Tangente an die Kurve, ihr Schnittpunkt mit x ~y=0 der 
Berührungspunkt (vgl. Fig. 6). 

ÄUB der Funktion 2. Grades läist sich aber noch ein anderes 
Quadrat absondern, denn es ist 

x*-2xy + if'-Sx+16^(x~y-4y-Qy'=0 
and demnach ist die x-Ä^e {yO) Tangente, die Gferade « — y— 4 = 
ihre konjugierte Zentrale. 

Diese ist aber x ~ y — parallel, das Zentrum der Kurve liegt 
also unendlich fem, das zeigt, daTs die Enrve eine Parabel ist, woranf 
schon der umstand hindeutete, daTs sie nur aof einer Seite der Tan- 
gente reelle Sehnen, diese aber in unbegrenztem Wachstum lieferte. 

Als Hanptaxe, oder Äze der Parabel, wird diejenige Zentrale 
bezeichnet, welche auf ihren konjugierten Sekimten senkrecht steht. 
Da man die Richtung der Axe kennt, genügt es, die Mitte einer eu 
dieser Richtung senkrechten Sehne zu bestimmen. 

Als geeignete Sekante bietet sich die durch den Nullpunkt gehende 
Gerade x + y = dar. Die Schnittpunkte derselben mit der Kurve 
sind allerdings ima^är, die Koordinaten der Mitte N werden aber 
aus der Gleichung (2a;)* = S(x — 2), d, i. a;' — 2a; -f 4 = undy = — a: 
reell gefunden: J/"!-)-!! — 1. Die Parallele durch diesen Punkt zu 
X — y » c ist die Haaptaxe a; — y = 3, der Schnittpunkt derselben 
mit der Kurve SIy y der Scheitel. Das nun folgende Verfahren 
ist nur in Speziellen Fielen vorteilhaft: 

um den Brennpunkt F und den Halbparameter p zn finden, 
benutze ich den Endpunkt des letzteren &. 8& bildet bei jeder 
Parabel mit der Hanptaxe den arc tg 2, die Hauptaze mit der X-Aze 
in unserm Fall arctgl, also 8G mit der X-Aze arctg(— 3). Die 
Parallele zu y — — Sa: — c durch den Scheitel: y^ — Sx + 8 schneidet 
die Kurve in S(4|-|- ^^ G{2\2. Da ~p* = G8*^^, ist 
p = y2. Das Lot X + y = A von G anf die Hanptaxe schneidet 
diese in ii^fSIl. Die Parabel ist also kongruent mit ^ ■» 2}^a; 
und hat auf der Geraden a; — y — 2 den Scheitel 'S^j-ö- y und den 
Brennpunkt r{3|l. 

Unter Baiulsung der Sätze, dafs zwei aufeinander senkrecht 
stehende Tangenten der Parabel einander auf der Leitlinie schneiden, 
und dafs das Lot vom Schnittpunkt solcher Tai^enten auf die Be- 
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rtihnmgaaehue (ihre Polare) diese im Brennponkt trifft*), läfst Bich 
die Parabelgleichung in aUgemeinerer Form behandeln, die zveck- 
mälsig ist, wenn die Axe nicht, wie bei den meisten Beispielen der 
Aufgabensammlnngen, den Eoordinatenwiokel halbiert. 



*) Der Beweis dieser S&tze läTst sich leicht Met fShreu, fall» er nicht 
vorher im Untoricht geliefert ist. Die übliche Scheit«lgleichimg der Parabel 

ist y' — ipx, die Qleichnng der Leitlinie a; = — -^ , die Koordinaten des 
Brennpnnkte F aind + ^ I <*- Zwei Tangenten in den Punkten' B,{x, | ;/, 
und S,{iE,{y, Bollen einander in TISli] schneiden. Dann gelten die Glei- 
chungen; 

ly! =i>(£ + *i)i itfi —pCI + ai)- 

stehen die Tangeuten auf einander senkrecht, eo ist 

— *— — ~ , also «,«,■>= — p* 
y, p ' ys" y ^ 

4p'Ä,a;, = !/,»y,' — p*, also x^x^^^- 
Aus ^^ = J 4- a^ und 5?^ — { 4- a^ folgt durch Multiplikation mit y, und 



- y, und Addition 



.SMSJZ 



lÖ/i — y») "«lä*. — a'.!'.. also |^ 
Erweitert man mit Sp, so erhält man 

apa^iy, — äpg,yi SiVi — y.'y. ^y.y. _ p^ 

2p(y, — y,) 2p(y,--y,) 2p 2 ' 

d. h. der Punkt T liegt auf der Leitlinie x = — ^. Die Ordinate von T wird 

nun berechnet. Bs ist 

2»iyi = 2p(6 + «,) = — p« + y,' = y,y, + y,' = y,(y, + y,), 

"•" n-y' + J'' 

1 = — 2 

Die Sehne B^B, schneidet die iB'Axe im Brennpunkt f j'^IO, denn ea ist, 
wenn ich die Koordinaten mit x, | bezeichne, 
^ — '^ ^ ^1 — ^. 

y. - yi y, 

oder 'c.y. -a^iy. — a;.(y.-yl)■ 

a^ berechnet man wie oben £ und findet a^ =■ ^ ■ 

Endlich steht TF auf B, B, Benkreoht, denn es ist 

y. -y. _ Bp(y. — y.l _ ^p 

iF, — «1 2p«, — ipxj y, + y, 

n yi + y« 

£ - ic, - 2p 
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Voi^el^ Bei die einem Beispiel von Krumme nadigebildete 
Oleichnng: 

4a;» + 4xy + f+ 12a; +16-0. 

Sondert man Quadrate ab, bo erhält dieselbe entweder die Form 

(2a; + j, + 3)'-6j,+ 7=0 
oder 

(23: + y)'+ 122; +16 = 0. 

Die Parallelen zu — 61/ + 7 — 0, d. L. zur K-Äxe, werden durch 
2j; + y + 3 ■= halbiert, die Parallelen zu + 12a; + 16 = 0, d. h. 
zur y-Ax.e, durch 2a! + y = 0. 2x + y + 2 — and 2a; + y — sind 
also Zentralen (vgl. Fig. 7). 

Die Gerade — 6y + 7 = hat mit der Kurve zwei zoBauunen- 
fallende Punkte gemein, die im Schnittpunkt dieser Geraden mit 
2a; + y + 3 = liegen, sie ist also Tangente. Ebenso ist +12a;+16=0 
Tangente an die Parabel in ihrem Schnittpunkt mit 2 a; + 9 = 0. 
Wir erhalten demnach: 

Zentrale: 2a; + y+3 = 0; Tangente: ? = -»-; Berührungap.: ^{"75 T 

Zentrale: 2x + if = 0; Tangente: x= — ---; Berührungsp.: ■^f — "ö" rä" 

Schnittpunkt der Tangent^i ^j — -rrß" 

Der Brennpunkt i^"!! |jj liegt auf ^B,, und TF steht senkrecht 
auf B^B^. Demnach gelten die Gleichungen: 



Die Axe bat die Bichtong der Zentralen und geht durch den 
Brennpunkt, ihre Gleichung ist also 

2x + y = 2i + f) = -^-l- 

Die Leitlinie steht auf der Axe senkrecht und geht durch den Schnitt- 
punkt der Tangenten, ihre Gleichung ist also 



Der Schnittpunkt D der Aie 2« + y + -r- "= und der Leitlinie 
a; — 2)/ + -3- =0 hat die Koordinaten — "75" 75' 
Die Entfernung DF ist der Halbparameter p. 

2* 
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Die Mitte toh BF i»t der Scheitel SJ- ^^ .^^ ■. 
Die Parabel ist kongment mit der Parabel 

Ninunt man die Eigenschaft des Farabelpimktes, daTs das Quadrat 
seiaes Äbetaudes von der Axe gleicli dem 2p-faclien seines Abstandes 
Ton der Leitlinie vermindert nm jj* ist, zu Hilfe, so gestaltet sioli die 
Beclmiing fo^endermaJseu : 

Enrre: 4a:* + 4a:j/ + j/» + 12a; + 16 = 0. 
I.Zentrale: 2a; + y + 3 = 0; I.Tangente: y = \- 

2. Zentrale: 2a; + i/ = 0; S.Tangente; x |-- 

JÜcbtoiigsfaktor der Axe — 2, der Leitlinie —, die letztere geht 
dnreh den Schuittpunkt der Tangenten ?"{— XT' 

Ijeitlime: y = -^x + -^ ; Axe: y — — '2x + h. 

« - 2y + ^ 
Normalformen: — — ^-^ = 0; ^^^ — - = 0. 

Parabelgleichung: ( " "^ ^ ~ -- 1 — 2p ■ ■ ■ - pK 

Durch Multiplikation mit Ö geht diese fiber in 
4x^+4xy+y*-{4h+2pyb)x-(n-ipyb)y+b*-^^-p + bp'''0. 
Durch Identifikation mit der Enrvengleichung erhält man 
4b + 2pyb = - 12 ; 2b- 4pyE = 0; &* - Hl^' ■ p + 5j)» = 16 . 

Die Werte b — — -r und p = ^ genfigen den drei Gleichungen 

und es ist: 

V. Besonder« a«radenpaare. 

Bleibt nach Absonderung zweier Quadrate Null Qbrig, so stellt 
die Gleichung ein Geradenpaar dar, von dem wenigstens der Schnitt- 
punkt reell ist, z. B.: 
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2i' - 6i!( — 3j' + 9i - 13i( + 10 - 0, 
nach Erweiterung mit 8 

(4«-6j,+ 9)'-(7j| + l)>_0 
zerfällt der Eflgelschnitt in die Geraden 

mit dem Schnittpunkt Ml — i- — =^ ■ 

Bleibt nach Absondemng eines Quadrats nur eine Konstante 
übrig, so sind die Geraden parallel, oder sie fallen zusammen, wenn 
die Eonstante Null ist, z. B. 

9a;' - 12a:y + 4y* - 24« + 16y - 9 = 0. 
(33;-2y-4)»-26 
liefert die parallelen Geraden 

3a; - 2y - 1 = 0, 3a: - 2i/ + 9 = 0. 

VI. Allgemeiner lentraler Kegfelsohnltt. 

Es wird auf der Schule stets zweckmäfsig sein, die einzelnen 
Fälle an mehreren Zahlenbeispielen durchnehmen .zu lassen,- ehe man 
— wenn überhaupt — an die Betrachtung der allgemeinen Gleichung 
2. Grades geht. Eine grobe Erleichterung bietet hier die deter- 
minantische Schreibui^, die von Schülern rascb erlernt wird, wenn 
mau sich auf dreigliedrige Determinanten beschränkt. Es sei: 

«IS «M »sj " -«ii«»'-«»s«il 
«11 «SS «»3 1 |-Om«iIi 

«11 = «H«M - «äsJ - «1» = «1»«M — «IS«M 

«13 ^ '*i!«is ~" «sa«i3i «a» ^ '^ii«« — «is 

-«!S =«iißs»-%8''i3; "3» = <^n<ht-^\ii 

so ist 

^ = On«U + Ol,«!, + «««1» = «1»«11 + «K«» + «!I«iS 

= «is«n + Osa«w + «M«sa 
und 

"««88-«M = «li'^> 



aii«» + ais«ss + «ua8B=0- 
Die allgemeine Gleichung 2. Grades habe die Form 
a^j^x^ + 2aiiXtf ■+ a^^y^ + 2a^^x + 20,3^ + a^^ = 
und »11 sei zunächst eine positive Zahl. Erweitert man die Gleichung 
mit Ol,: 
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und &Lgi («uy + t»!»)* — ^aJf* — SOijOjjy — ajj hinzu, so erhält man: 
(ai,a! + Oi,y-ö,()* + «jaS* - 2(i^j/ + a,g = 0. 

Ist; o^ TOD Kall verschieden, 80 darf man <4s '• "^ ~ '^li '■ '^t hiozu- 
fSgen und hat: 

(oiia: + Oi,j/+a,s)> + «„(y-a„:a„)* + a^^J : «„ « 0. 
Die Geraden 

%a: + «„y + Ol, = nnd <%? — «» = 
stellen zwei konjugierte Zentralen in Bezug auf den Kegelschnitt dar; 
denn die zu der einen parallelen Sehnen werden durch die andere 
halbiert. Es sei die Parallele sn der ersten Geraden a^x+a^^y-i-a^^^c, 
80 ist fDr die Schnittpunkte 

Der Koeffizient von y ist gleich der negativen Summe der Wurzeln, 
also ^' „ = — • Die Mitte der Sehnen hat die Koordinaten 
'"' "^ "* - ' - y — nnd diese erfallen die Gleichung 

«ssy - «SB = 0- 

Ist die Parallele y ^ = c gegeben, so findet man ihre Schnitt- 
punkte mit der Kurve aus dieser Gleichung nnd aus 

(aiia! + 0ij{c + ^)4-ai,) + «„c* + On^ : Kj, -= 0. 

Der Koeffizient von — 2x liefert die Abrisse der Sehnenmitte 

während {yi-hyä) -2 = c + a^^: Of^. Diese Koordinaten machen die 
Gleichung a^iX + a^^y + o^j =■ zu einer Identität 

- «ijC - OisKij : og, - «,g + Oi^c - Oijßss = «sg + Oii = 
d. h. die Sehnenmitten li^en auf der Geraden a^x -\- aj,y -|- Oj^ = 0. 

Der Schnittpunkt der konjugierten Zentralen ist der Mittelpunkt 
des Kegelschnitts. Der Kegelschnitt hat also stets einen Mittelpunkt 
unter der Voraussetzung, dafs «„ = ttnOtj — a\, von Null verschieden 
ist, denn die erste der obigen Bedingungen a^j > ist nicht wesent- 
lich, wie folgendermafsen gezeigt wird. 

Ist a^i < 0, so kann die Gleichnis mit — 1 multipliziert werden, 
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ist Oll ■- 0, so kann man die quadratische Zerlegtmg mit €^ be- 
ginnen nnd erhält: 

(a^x + a„y + a„y + «„(a; - «,, : a„)» + a„^y : «„ - 0. 
Diese Zerlegung ist natürlich anch statthaft bei %i ^ nnd liefert 
dann ein zweites Paar konjugierter Zentralen. Der Schnittpunkt 
kann also im allgemeinen als Schnittpunkt eines beliebigen Paares 
der vier Geraden 

Ol,* + a^y + a„ = 0, c„a: + OnS + «s» = 0, 
a„y - «„ = 0, u„x - (^, = 

gefunden werden, am einfachsten ans den beiden letzten 
mM^ oder giig .. -«..'*.. I 'H.%. -«.."« . 

Aof jeder der Zentralen sind die Längen der Durchmesser zu 

bestimmen, auch sind die Winkel, die zwei konju^erte Durchmesser mit 

einander bilden, zu berechnen. Die letzteren sind leicht zu finden, da 

«jjy — «,j — parallel der a:-Axa, 

a„x — B,, = parallel der jr-Axe 

verläuft, und demnadi nur die Winkel der Geraden 

OjiX + »ijy + «18 — mit der x-Axe 
und der Geraden 

Oi^x + Ot^y -|- Ojj — mit der y-Axe 
zu bestimmen sind. £s ist 



sinj'j-%:l/oJi + a»j, sin y» - »j, : V»!, + oj, 
folgt. 

Die I4nge der Durchmesser auf 

wird, wenn die Schnittpunkte mit der Eurre als a:, |^, nnd a^|y, 
bezeichnet werden, aus 



2«. = Vi^i-^»)' + {y.-ytY 

gefimdeB. Da a^^x + a^y -^- aj^ = ist, reduziert sicli die Eurven- 
gleichimg auf 
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folglich 


»>-«,.:«.>--^l 


/- a„J, 




y.~<i.-lV^ 


»u-*- 


xmi 


o,,!, + !•„!(, + a. 


-0 


»11«. + "nSi + »1 


-0 




»ii(%-»i)+»i.(!'i- 


y,)~o, 


d. k 


^-«i--:^{!'i 


-».), 


oIbo 


^«.■=e{;+')-4; 


(-«1.^) 



Die Länge des DurclimeaserB auf 

ist leichter zu berechnen, da hier 2hj^='X^ — Xf und die Eurven- 
gleichung eich reduziert aof 

Oi^x, + »ijOa, : «s, + a„ — - ]/-a,iz/ : «„, 
also 26, = — y—a,,J: a„. 

Um die Halbaxeu zn finden, benutzen wir die Gleichtmgen*) : 
a* + 6' = «1* + 6,' und a6 *- Oji^ sin y, 
und finden 

a« + 6" — (((jj^-a^^); „6 ^^«äTl 

hieraus folgt 

(« + &)'=-— («u + 'h» + 2V^ 
(a-fc)»=-^(a., + a,,-2l/^). 
Durch bekannte Wurzelumformui^ ergiebt sich 



- 1'«i. + «» - vT«..- «..)' + 4a;;.") 



*) Diese gelten fOi Ellipse und Hyperbel, wenn man onter a und b die 
Halbaxen ohne eventuelle FortlasBung von * versteht. 

**) a ist reell bei negativem J, imaginär bei positivem ^, b ist reell, 
wenn ^ und u,, verschiedene Yorzeicben haben, imagin&r bei gleichen Yor- 
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Um den Winkel zu finden, welchen die Axen des Eegelscbnitts mit 
der x-Aze bilden, verwandele ich die Summe der Quadrate in ein 
Produkt. Aus 

(«11 a;+öisj/+aj8)*-|- «„(>-«„:«„)' + «iiz/ioja - 
entsteht dann 

(oiig + (at^ + y^^y+%- °''^~'^' )(aiia: + (gi,-y-CMJy+ '^'^~'''' 
+ a^^^•.a,^ = 0. 
Die Geraden, welche durch Verschwinden der Faktoren dargestellt 
werden, haben mit der Kurve nur unendlich ferne Punkte gemein, 
sind also Asymptoten. Ihre Winkel mit der «-Axe werden aus den 
Gleichungen 

tg Vi = — 7 ~/^ und tg 9J, = 



«i. + V-«.. «1. — V— «.. 

gefunden. Bie Azeu halbieren die Asymptotenwinkel, also bildet eine 
Axe mit der ar-Axe den Winkel 

91 + (9'!~9'i) : 2 = (Vi + Vi) = 2 = 9'. 
Um Irrationalitöten zu vermeiden berechnet man den doppelten 
Winkel 2<p 

ft r l-tg9, tgv,' 

_ — 2o,,a,, 2«!, 

~»1l(»J.-«ll)'''hl -Oll" 

Die DiirchfilhT^mg dieser Rechnui^ hatte den Zweck, zu zeigen, 
dafs man das übliche Resultat ohne den Kunstgriff der Koordinaten- 
transformation auf einem Wege erhalten kann, der Schritt für Schritt 
geometrisch verfolgbar ist. 

Der letztere Vorzug geht dem nun zu schildernden Verfahren 
ab, dasselbe ftthrt aber rein rechnerisch glatt von der allgemeinen 

zeichen. Ea irt nämlich (a,i + a,,)' — ((o,, — a,j)' + *ajj) = 4aj,, Ist «j, 

negativ, 80 ist anch a,, negativ, da a,i positiv ist. 

J positiv, a,j positiv, a und b imaginär (imaginäre Ellipse), 
J positiv, a„ negativ, a imaginär, b reeU (Hyperbel), 
J negativ, <■„ positiv, a und 6 reell (Ellipse), 
J negativ, 'a,, negativ, a reell, b imaginär (Hyperbel), 

Die halbe Entfernung der Brennpunkte e wird aus 

e' = n' — b' oder 6' — a* 

gefunden 

'-—-^'l.'n-'h.f + i^,, «'-^VC«,, —,.)■ + 4^- 
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Eurrengleichung auf die speziellea Gleicbungen der Hanptzentralen 
(Axen) und die Längen der sogenannten Halbazen. 
Die Oleichimg der Kurve 

Oi,a:* + Za^iXy + o„y* + Söjja; + 2o,sy + »j, = 
wird durch Erweiterung mit a^^ in 

(a^iX+a^^y+a^,y + a„(y-a,s : O' + »ii^ : «m - 
überge&lirt. Nach bekanntem Detenninantensatz ist: 

and die Gleichung der Kurve erscheint durch Sabstitation dieses 
Wertes in der Form: 

[»„(«-y+..,(i,-^)]'+.,(y-y + ^-0. 

Die Asymptoten der Knrve haben danach die Gleichungen: 

Ou(a: - «,, : «s,) + (a,g+ 1/=^) («/ - «« : a„) = 0, 

Addiert bezw. subtrahiert man diese Gleichungen in ihrer Normal- 
form und entfernt durch Division die überflQBsigen Faktoren*), wie 



*} Ein Weg dies auszufShien ist folgender; Setzt man zur Abkürzung £ 
X — a^,: a„ nnd i] f^ y — n,, : of,, , ao lanteu die Gleichongen der Asymptoten 



Die NormalfaktoreQ der Gleichungeti i 
Normalform erUJt man 



i — nnd — Durch Addition . 



Erweitert man mit 



80 geht dies übet in 



. + « 



■■£+«,,+-; 



Bei Snbtralftion und Erweiterung mit - 

Nun ist; 

>»'-•!, + »!. + 8»,.)'=^ -«..-«,,(■ 

«' = «11 Kl -o«) + 2«?3 - Sa,, V— «.. . 

m'+»' = «("ii(»ii-»..) + 2«i.)i I»*-"' 



gewinnt man 

Ä,) + ü»!i + 2«i.l 



D,Biiii.d,Goo'^le 



— 27 — 

es oben (S. 11) bei der Ellipse durchgeftÜirt wurde, so erbalt man 
die Gleichungen der Hauptzentralen (Axen) in der Form 

wo t, die Tangente des Neigungswinkels der zweiten Zentrale gegen 
die Abscissenaxe , statt 



gesetzt ist. 

/ ist demnach die erste Wurzel der Gleichung . 



Die auf den Zentralen ausgeschnittenen Durchmesser findet man durch 
Kombination der Zentralenglei chung mit der Kurrengleichnng und 
zwar f[tr die erste Zentrale 






tu m'-|-n' und 2mn erUUt man dnTcli Addition be^w. Subtraktion 
(«+n)» = 3[a„(a.,-a„) + 2a;,+a.,V(a„-«„)' + 4«?J. 



Die oben auftrel 
geführt -werden. 

Demnach 


Ea ist 


-«iiVK 

iD also in 

» + »1 
rt — 1» 


,-»,■)■ + 4 
quadr&tiact 

(!.+».)■ 
■«•-■»■■ 


.!,J. 

ite Form 

r)=.ii 


über- 


n — m^ 


OllV(«„- 


-«,,)■+'«! 




n + fn^ 
und der Koeffizie 


int von 7j in (I) 

on , in (ü) 
V-".. = ».1 (- 


»11 -o, 

»«1, 


2«i, 






der Koeffizient v 


!+l/i^ 


, - «..V j. , 






20i, 1 +' 




•'•+^ 


=-y(. 


■^°"Vi 




2«i, .1 ' 





Man ereiebt leicht, da6 i ■ (' = — 1, aUo C = — — nnd die Gleichimgen (1) nnd 
(II) encheinen noch Entfernung des Faktors o,, in der Fonn: 
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((-«j,i+a,i)* + a„)(y-ags:a33)* »11^:«». 

i i. («11**— 2aiia,ji+Oti(:^g)(j/ — — 1 ^ — ^ii— 

oder nach FortschafiFung von o^, 

Durcli Addition erhält man 4a^'imd nach einer Umformung*) 
Aus iet Gleichung für die zweite Zentrale findet man 



oder 


«„■«-. y- J(a,, +«., t), a,yb- y- Jia,, 


-«,.<)") 


•) Ist 




'=-^^+l/(°%;-?')"+'. 




so ist t eine Wurzel der Gleicbnng 




^^^ •„i' + «„i-«„i-%.-o. 




•(•..i-O-«,.-",," 

oder 





Demnach ist ■ 

(«„+2"„'+«„'")(«„-"„')-(«„ + ".,l)(«„-«„ ") + ("„ + »,, ')(<<■„-",, 1) 

-»11 «.i-"i. + »,i "■.''-"!. <'-«..(i + '1- 

Ebenso _ 

("i,<'-2«..' + «„)("ii + «„')-'(«„<-«,.)<«i,+o,!') + («„-«i,l)(«i, + «„l) 

-(»ii'-»ii)(«n' + »i.) + ('«i.-'"ii<)<»ii + »iie 

= «iiO.,*' — aiiOiit + ftii««* — aiä+«ii<»ii — aii»u' + aiiOii' — «IjC 

= o„a„(* — ajit' + a„a„ — a?5 =«„(l + t*). 
**) Die Werte sind mit den oben gefundenen identisch. Es war 

»■'..«-y^äiV"i. + '>.,+yÄi-«„)"+Si7. 
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Der Mittelpunkt M hat die Koordinaten 



ebenso 



Gleich einfach Ut der ZnBanunenhacg zwischen t und ctgS^i. Es igt ja 



tgy ^ — ctg 2 qo -(- Vctg' 2q[i-(- 1, hier alao ctgiip = -ü- — -^ und vorher war 
3«.. '^' 

*) Die Zahlenbeiapiele nach den hier geg;ebenen Formeln berechnen zu 
lassen würde ich ans den in der Einleitung angegebenen GiSnden im allge- 
meinen nicht empfehlen. Dagegen sind solche Formeln zur Kontrolle der durch- 
geführten Rechnung für Schtller und Lehrer angenehm. Man findet z. B. fOr die 
Gleichung 

5a;' + 6a;y -f 5y' — 36« — 22y -(- 29 = 

o„=32i ii„ = 16; t^, = 16, demnach ^ = — 128, für ( die Gleichung i' = l 

d. h. 9 = + 46« (fOr b), also 

a,,-|-a,,t = 8 bezw. 2, "ii — «n' = ä bezw, 8 

und 

o==)/4-138-8/ie = 2, 6 = ]/l28~2/l6 = l, 3f (2 | 1. 
Ähnlich für 

4a:' + %xy — 4y' — SSa; + 4»/ + 16 = 

a,,= — 48; a„ = — 64; a„ = — 32, demnach i/ = 64, für ( die Gleichung 
(* + 2* = 1 also, ( = — 1 ± yä" d. h. 9. = 22'/,". (Richtung von b) 

«,. +«„( = ±4y2", o„-o.,(^:F*V2". 
Für das obere Zeichen 

a = V'-64-4V2/(— 82) = ^ H ; 6 = l/eTTj^/ (- 32) = — y ^2 . 

Das Vorzeichen der Wunel ist so xa i^Uen, dafa a nnd b positiv werden. 



Endlich noch ein vorher nicht behandeltes Beispiel; 

2a;' — 2jcy -f y' — 2a; — I6y + 120 = 0. 

o,, = 9, tt„ = l7, «„ = 1, .^= — 86, t = Y(l±V^); v = 6S'U', (Richtung 
yonh) « 1 - 3 1 



3f{9]17. 



6^6 + 6 
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TU. AsymptotiBOhe CHeiohimg^onn. 

Ist «n — a,j = 0, und lantet die Gleichung demnach 
2a^iXjf + 2o„a: + 2a,gy + 0^ = 0, 
so kann man die Funktion, wie unten gezeigt werden wird, in Quadrate 
zerlegen. Einfacher ist aber die Zusammenfassung der rariabeln Glieder 
zu einem Produkt zweier Faktoren. Man dividiere durch SOj, 

icy + a;.«^, : Ou + !/.ß„ : «I, + 2^ - 0, 
und sondere die Faktoren ab 

(a^+Oj,:«!,) (y+ai,:ai,) - o„a,s : aj, + a„ : (2a,j} = 0. 
Die Asymptoten*) der Kurve 

^ + «s» : »1» = ö and y + o„ : «i, = 
sind reell und stehen senkrecht auf einander, die Kurve ist also eine 
gleichseitige Hyperbel. Die Gleichungen der Axen erMlt man durch 
Addition bezw. Subtraktion aus den Asymptotengleichui^en 

(I) a: + y+ {an+<hs) • «« - 0, 

(U) x-y+ ((hy-ais) : % = 0. 



*) Der Nachweis, dafs die Geraden 

Icx + ly + m^O und fc'a! + T j/+ m' = 

mit dem EegelHchnitt 

nur unendlicli ferne Punkte gemein liaben, wird durcli folgende Überlegong 
erbracht. Sncht man die Schnittpunkte der Earve nät i^ x -^ t jf -\- m' ^ , so 
müssen sie die Oleichimg 

0.(ia,+ lj + m)_n 
befriedigen. Bei endlichem k, l, m und nicht verachwindendem n ist dies nur 
für unendliche Werte von x und y möglich. Da die Gerade kx-\-Ty-\-m' ^0 
in der Enklidischen Geometrie nur einen unendlich fernen Punkt in der Eichtnng 
— -s bat, jede Gerade aber mit einem Kegelschnitt awei Fnnkte gemein hat^ so 

ist der unendlich ferne Punkt doppelt zu zählen. Eine Gerade, die mit einem 
Kegelschnitt zwei znaammenfaHende Punkt« gemein hat, ist eine Tangente an 
denselben. Da eine Tangente in einem unendlich fernen Punkt im Endlichen 
nicht mit der Euire in irgend einem Punkt zuBEunmeatrifft, fährt sie mit Recht 
den Namen Asymptote (NichtEnsammenfallende). Oben ist gezeigt, dafs die 
Gleichung jedes zentralen Eegelsobnitts f «,, ^ Qj sich auf die Form 

Produkt zweier lineuen Faktoren =: Eonstante 
bringen läTst, also Asymptoten besitzt, die allerdings wie bei der Ellipse imaginär 
sein können, und wenn der EegelBchnitt in ein Geiadenpaar entartet, in ihrer 
ganzen Ausdehnung mit i"hTn zuBommenfallen. Die Asymptoten der Parabel 
fallen zusammen mit der unendlich fernen Geraden der Ebene. 
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Die Sclmittpankte der (I)-Axe mit der Knrre müSBen die Gleichungen 

and 

(=«+»»:«..) (!(+«■.:»,.) - ^' + i^ - » 
befriedigen. Es iat 






und da 

(J'i-!'j)--(ai-a^) 
ist 

a* = (a««»» — 2»i8a„) : «J, , 

Die eine Halbase ist reell, die andere imaginär. Ihre reellen Teile 
Bind gleich. 

Will man auch in diesem Fall die Funktion in zwei Quadrate 
zerlegen, so berücksichtige man, dafs Axy =' (x-\-yy ~ (x—yf und 
erweitere die Gleichung mit 2%^: 

Aa\^{x+yy - Aa%{x~yy + ia^^{a^^x-^a,ty) + 2a„a55 - 0, 
oder da 2{a^,x-\-a^y)={x-^y){aa+a^+{x~y){a^i-att)'. 

(aig(a;+y)+(ai,+a„))'-(oj,Ca;-y)-(ai3-aj,))' + ^aii<hi ^ 0- 
Der Mittelpunkt hat die Koordinaten — ^ — ^ , da» sind aber die 
Werte, in die -^ und -*^ für 0,^ = «,, = übei^ehen. 

Demnach ist die Existenz eines Mittelpunktes nur an die Be- 
dii^ung «j, d. i. a^iO^^ — "!» ^ geknüpft. 

VIII. G«rad«npaar mit reellem Sohnlttpnukt. 

Eine besondere Form nimmt die Gleichung 

für den Fall z/ = sa, sie zerfällt in zwei lineare Gleichungen 

«iia; + k» + y^^)y + «18 + T^= -- , 

a„a; + («1, - l/^^^y + oij - -^^«^ - 0, 
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d. h. der Kegelschnitt ist zu einem Öeradenpaar, mit reellem end- 
lichen Schnittpunkt — — entartet. Die Geraden selbst sind reell ffir 
negatives, imagimr fAr positiTes a^. Ist hier «11=0, o^, > 0, so 
tauschen nur x und y nebst ihren Koeffizienten die Plätze, die Ölei- 
chungen der Geraden sind 

djjy + 2oig« + 2ojj — a^iOa = »ji = 0, 
«mS + «i»«»i ; öl! = 
Ist Oji = ÖM = 0, SO ist jd = Oig(2a,,(%— OyOs,). Soll dies yerschwin- 
den, so mufa a^o,, = ^f^o» sein. Die Gleicbung 
Sa^^xy + 2aisX + 2a„y + Oj, = 
geht nach Einsetzen des Wertes von o,, und Erweitem mit 0^ : 2 
über in » , , , r, 

und zerfällt in 

a^iX+a^i — und »isy+»ij — 0. 
Das sind zwei reelle Gerade mit dem Schnittpunkt —<hs'(ht\~'^u'^i 
wie oben. 

Auch für ^ = ist also, wenn Og^ ^ 0, immer der Mittelpunkt 
('is '■ i'ia \ f^t '■ "ii vorhanden, doch entartet in diesem Fall der Kegel- 
schnitt zu einem Qeradenpaar. 

Ist neben ((gj ^ auch ^ ^ 0, so liegt immer ein eigentlicher 
zentraler Kegelschnitt, eine Ellipse oder eine Hyperbel vor, 

IX. Imaginftw Bllipse. 

Es sei J>0 und i^ > 0, so geht die Gleichung 

(«ii^+«i»»+ai!)*+'^»{l'-^ +^-0, 
wenn man 

einfuhrt, über in 

K^+OüV+Ois)* + "'(y- J)' + -l' =- 0. 

Die Summe von Quadraten kann bei reellen Variabeln nicht Null 
werden, die Gleichung wird also nur von imi^^ären Punkten be- 
friedigt. Dag^en sind die Halbierungspunkte der Sehnen reell und 
die Geraden «i,a: + a^ftf -(- o,, = und «jjy — Oj, = bilden ebenso 
wie die bei Zerlegung nach y gewonnenen a^^x + a^^jf + a,g =■ und 
ttgfX—a^g = 0, Paare konjugierter Durchmesser mit dem reellen Mittel- 
punkt «IS : Oji I (Cjj : «j,. Da die Kurve keine reellen unendlich fernen 
Punkte besitet, bezeichnet man sie als imagii^e Ellipse. 
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Z. Be«Ue SUlpM. 

Ist .-* < 0, «j3 > 0, 80 hat die (jtleicbnng die Form 

(a^x+a^^y+a^^y + x*(!/-a„ :«,,)" - A* = 
oder 

(ai^x+a^^y+a^gy -^ x'(x~aig:a^) - y} = 0, 

Eine Parallele zay ** = hat die Gleichtmg ff — 0^3 : 0^^ = e, 

ihre Schnittpunkte mit der Kurve werden aus dieser Gleichung tmd ans 



gefunden. Die Länge der Sehne ist s =y(a:,— a^)* + (^j— Ji)*- Nun 
ist Vt — yi = und Xi — Xj findet man aus der zweiten Gleichung 



Ebenso die Sehnen^gen parallel a^^x — «„ = 

"11 
Die Sehnen erreichen ihr Maximum fBr c = bezw. Cj = 0, d. h. in 
den Durchmessern, die beide reell sind, ihr Minimum Null für 
c = ± — bezw. c, = ± — - Ist |c| bezw. \c^\ gröfeer als dieser Betr^, 
so werden die SehnenUngen imagii^. Wir haben also eine im End- 
lichen geschlossene Kurve vor uns, deren Sehnen in zwei aufeinander 
senkrechten Sichtungen, nämlich denen der Eoordinatenaxen von Null 
bis zu einem endlichen Wert zu- und von da wieder bis Null ab- 
nehmen. Der einzige K^elschnitt, der diese Eigenschaft hat, ist die 
Ellipse. Für die reelle Ellipse sind also die Bedingungen ^ < 0, 
((g, > notwendig und hinreichend, wobei o^ der Einfachheit w^en 
positiv angenommen werde; Null kann es nicht werden, da ce^^ positiv 
ist und Ogj mufs dasselbe Vorzeichen wie o^^ haben. 

ZI. Hyperbel. 

Ist ctjj < 0, ^ > und Oll > 0, so i^ini^t die Gleichm^ bei 
der vorigen Bezeichnung die Form 



oder je nachdem Oj^ positiv oder negativ 



ist 
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an. Die Sehnen parallel der a^Axe haben die Längen — yt} + x'c*^ 
sie erreichen also ein endliches Minimum fQr c — in dem Durch- 
messer nnd wachsen unbegrenzt. Die Sehnen parallel der y-Aie haben 
dieselbe Eigenschaft bei positivem a„ , da ihre Länge — Y(^+i^c^ ist. 



Bei negativem a^ ist die Sehnenlänge — Yx* c^ — fi', erreicht also ein 
Minimum fßr c^ = ± — und wird für Üeinere Werte von |Ci| insbe- 
sondere fSr den Durchmesser c, — ■ imaginär. Ein Kegelschnitt mit 
diesen Eigenschaften ist eine Hyperbel. 

Für Oll > 0, ffjj < 0, i^ < lautet die erste Gleichung 

(«u^+«w!'+«w)' - "'(«'-«sj:«!»)' + ^* = 0, 
die zweite 

{a^jX-\-a„y+anf - «%-«,» : <^)' ± **' = 0, 
je nachdem a^ positiv oder negativ ist. Die Sehnen^gen sind 
demnach 

— l/xV-i» und — l/xVTfi* 

d. h. bei hinreichend grofsem c stets reell, bei positivem o^ ftir 
c = q — imaginär, bei negativem a^ d^^en für c, =- reell. D. h. 
auch in diesem Fall haben wir es mit einer Hyperbel zu thun, deren 
Bedingungen bei positivem Oj^ also ^ ^ und ecgj < sind. 

Eine besondere Untersuchung ist noch für den Fidl 0^,-0 not- 
wendig. Ist Oj, > oder kann es dazu gemacht werden, so kennt 
man zunächst ^lerdings nur die Längen der parallel der ^-Axe 
laufenden 3ebnen, die fBr hinreichend greise positive oder negative e 
stets reell, i&r kleine c unter Umständen im^iimr werden, wenn 
lümlich .;/ < 0. Dies genügt aber bereits, die Karve als Hyperbel 
zu charakterisieren. 

Der Fall, dafs «11 = 0»'==^ 0, ist schon oben unter VII behandelt 
worden. 

Zn. Pa»bel. 

Ist .^^0, (Tg, = 0, so nimmt die Gleichung nach Absonderung 
des ersten Quadrats die Form 

oder 

{a^iX+a^iy+a^^* - 2a,ga; -f «n = 

an. Alle Sehnen parallel zur Geraden 2a^^y = k„ werden durch 
OiiX + <^y + Ois = halbiert, die Sehnen parallel 2a^gX ■- k^i durch 
Oi^x + 0«^+'^ — 0. Die Geraden 0,1» -|- a^y + o,j = und 
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a^jX + a^^y + »,8 = sind also ZeDtralen. Da aber Oj, : aii = ^t''ht 
ist, weil tigg = ist, sind die Zentralen parallel, das Zentrum aUo 
unendlich fem. Ein solcher K^elschnitt ist eine Parabel. Die Ge- 
raden 2a^^x = «11, SiKjjt/ = «jj haben mit der Enrve zwei zusammen- 
fallende Funkte gemein, sind also Tangenten. Da sie senkrecht auf- 
einander stehen, müssen sie sich nach einem bekannten Satz (siehe 
oben Seite 18) auf der Leitlinie schneiden. Diese steht senkrecht 
auf den Zentralen, ihre Gleichung ist demnach 

Nun ist aber stets in der dreigliedrigen Determinante 

und hier, da «jj = 0, 

«11 «18 (ht<Hs- 

Infolgedessen geht obige Gleichui^; in 

«11* - Oll? - «18 ""3^°" - 

über. Die Gleichung der den Zentralen parallelen Äie werde in der 
Form , , 1 n «\ 

«11* + »iiS + fc = *) 

geschrieben. Beide Gleichungen gehen durch Division durch 



yo!i + «!i = l^«ii(«ii + a5i) 
in die Normalform über. Die linke Seite einer solchen drückt den 
Abstand eines Punktes von der Geraden aus. 

Jeder Parabelpunkt hat die Eigenschaft, dafs das Quadrat seines 
Abstandes von der Aze venuehrt um das Quadrat des Halbparameters 
gleich dem Abstand von der Leitlinie multipliziert mit dem Para- 
meter ist; d. h. wenn die Leitlinie zur Ordinatenaxe, die Hauptaxe 
zur Abscissenaxe genommen wird, so nimmt die Parabe^leichung 
die Form » , s n i- 

an. In nnserm Fall haben wir also zu setzen: 

/ a.,a; + a„y+6 y i_3 a„a;-a„y-a..K,-h»„):a«., 
V V«„{a.,-l-«„) J ^ ^ ya„ (^, + o„) 

Erweitert man mit (t^j + Oia)] so mofs die erhaltene Gleichung mit 
der ursprüuglidien identisch sein. Insbesondere stimmen die halben 

*) Die Tangente des Neigungswinkeln der Äse der Parabel zur ÄbaciBBen- 
aje erfailt die Mbere Bedingung (' -]- " ^' t = l, man braucht filr t nur 
— — oder 1- einzuiietzen, bezw. (, für a,, = zn berechnen. 
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Eoeffizientien von x und y übereiu und dies liefert zwei Bestimmunge- 
gleicbangen far b und p 



Hieraus ergiebt sich 

. Oll«., +«,1«,. 

und 



P = - 



Va„(o,.+o..)' y»..K.+«.,)' 

Die Parabelgleidiang lantet nun in Normalform : 



yaiiKi+o«) 



zm. 'Farallelenpaar, Dopp«lgerade. 

Ist neben «jj = auch /^ = 0, so folgt aue dem Satz über die 
Adjunkten der Determinante 

«11 «ij + aijctgj + o^sttjB = (stets) 

«i»«w + «ij"^» + 'ha'ha = ("'eii -^ = 0) 
die Gleicbung 

d.i. , 

d. h. mit a,g Terschwindet auch cc^j und ebenso «„. Die Gleichung 
lantet also 

oder 

((^jX+Ogjy+Ogg)' + «(1 = 0. 

DieBe stellen zwei parallele Gerade dar, die zusammenfallen, wenn 
«11 oder Og} gleich Nxdl sind, übrigens auch beide imi^iiutr werden 
können, wenn a„ oder «„ positiv sind. 

zur. Besultate. 

Ist eine Funktion 2. Grades von x und y gegeben, so stellt aie 
durch ihr Versehwinden einen eigentlichen oder uneigentlichen Kegel- 
schnitt dar. 
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Um Art, Gestalt und Lage des KegelsclinittB zu finden, spaltet 
man Ton der Funktion ein Quadrat ab, welches alle von der einen 
Yariabeln abhängigen Glieder enthalten muls, Ton der andern ab- 
hängige Glieder enthalten kann. Dies ist im allgemeinen auf zwei 
Arten möglich. 

Die Gleichung stallt dar: 

bei dem R^t Null: eine Doppelgerade; 
bei konstantem Rest: zwei parallele Gerade; 
bei für die 2. Variabele linearem Rest: eine Parabel; 
bei för die 2. Variabele quadratischem R^it: einen eigent- 
lichen oder nneigentlichen zentralen Kegelschnitt. 
Sondert man im letzteren Fall ein zweites Quadrat ab, das alle 
noch übrigen Tariabelen Glieder enthält, so stellt die Gleichung dar: 
bei dem Rest Null: ein Geradenpaar mit reellem endlichen 

Schnittpunkt; 
bei konstantem Rest: eine Ellipse oder Hyperbel. 
Wird das erste Qnadrat positiv genommen, so ist das Vor- 
zeichen des 2. Quadrats entscheidend fiir die Art des Kegelschnitts. 
Der Kegelschnitt ist: 

bei positivem 2. Quadrat: elliptisch, d. h. er hat keine reellen 

unendlich fernen Punkte; 
bei negativem Quadrat: hyperbolisch, d. h. er hat zwei ver- 
schiedene reelle unendlich ferne Punkte. 
Ein elliptisches Geradenpaar besteht ans zwei im^nären Ge- 
raden, deren einziger reeller Punkt ihr Durchschnittspunkt ist. Ein 
hjperbolischeB Geradenpaar besteht aus zwei reellen Geraden. 

Ist hei positiven Quadraten auch der Rest positiv, so besitzt die 
Kurve keinen reellen Punkt. Man bezeichnet sie als imagimre 
Ellipse, da sie ein reelles Zentrum, keinen reellen unendlich fernen 
Punkt und auf jeder Geraden zwei imaginäre Schnittpunkte hat. 

Ist bei positiven Quadraten der Rest n^ativ, so liegt eine eigent- 
liche Ellipse vor. 

Haben die Quadrate verschiedenes Vorzeichen und ist ein kon- 
stanter Rest vorhanden, so ist der Kegelschnitt eine Hyperbel. 

Diese Sätze gelten auch bei Annahme eines schiefwinkligen 
Koordinatensystems, während für die folgenden ein rechtwinkliges 
vorausgesetzt werden soll. 

Die Basis des ersten Quadrats stellt durch ihr Verschwinden 
stets eine Zentrale (einen Durchmesser) dar. Bei der Parabel, wo 
das Zentrum unendlich fem liegt, giebt die Gerade die Richtung der 
Hauptaxe an, der lineare Rest stellt durch sein Verschwinden die 
Tangente im Schnittpunkt der gefundenen Zentrale mit der Kurve 
dar. Eine Zerlegung der Punktion unter Bevorzugung der vorher 
zurflc^estellten Variabein liefert eine zweite Zentrale und eine aweite 
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Tangente, Die Tai^enten sind den Koordin&tenaxen parallel, ihr 
Schnittpaukt li^ auf der Leitlinie, das Lot von demselben anf die 
BerüliriingsBelme trifft dieae im Brennpunkt, 

Ist ein zweites Quadrat vorhanden, bo stellt das Verschwinden 
der Basis eine zn der ersten konjugierten Zentrale dar. Der Schnitt- 
punkt der beiden Zentralen ist der Mittelponkt der Enrre. Die anf 
den Zentralen durch die Enrre attsgeachnitteneu Sehneu sind kon- 
jugierte DnrchmMBer der Kurve und gestatten die Berechnung der 
Halbaxen. 

Verwandelt man die Summe (oder Differenz) der Quadrate in 
ein Produkt zweier Faktoren, so stellt jeder Faktor durch sein Ver- 
schwinden eine Asymptote der Eurve dar. Addiert bezw. subtrahiert 
man die Gleichungen der Asymptoten in Normalform, so erhält man 
die Gleichungen der Äien, die stets reell sind, auch wenn die Asym- 
ptoten, wie bei den elliptischen Kegelschnitten, imaginär waren. 

Die auf den Axen durch die Kurve abgeschnittenen Seimen sind 
die Hauptdurchmesser (Axen) des Kegelschnitts. 

ZT. FormaliL 

Kegelschnitt: 

«iia:* + 2a^3xy + «„jf* + '^a^^x -|- 2ajjy + a„ = 0. 
Zerlegung, wenn «jj positiv (Ellipse) oder negativ (Hyperbel): 

(«„a^+ttjjy-t-Ois)' -1- ass(y— «,,: aja)* + a,tzi : «aa = 0, 
(a,sa;-|-o,gy-t-OgB)* -f OggCiC— «la: O* + «ii^ : «m = 0. 
Mittelpunkt: 

Die Tangente t des Keigungswinkela der Hauptazen g^^ die 
Abscissenaze wird aus der Gleichung 

^ + "■■ ~ "" f - 1 
»11 

gefanden; die Quadrate der Halbaxen*) sind: 

■,i_ — ^("«-'»ii') 



&»- 



«Ja 
-■^(".1+°..') . 



Zerlegung, wenn «,, = (Parabel) ist: 

(I) (oii3;+aijS+ajg)» ~ 2agg^ + «„ = 

(H) (««^+<%y+'^s)* — 2«is* + «11 = 0. 

*) a und & sind hier gegen Seite 28 mit einander veitauBcht, damit l^ (mit 
pOBitiTem Vorzeichen der WurEel) zn a, t, zn 6 gehört. Bei der Parabel gehört 
;, znt Leitlinie, f, zur Axe. 
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Qleichnng der Leitlinie: 

0«« - öiiy - »i!(«n+«w) : (2«is) - ^, 
der Axe; 

oder 

«n(«ll'» + ö|sJ' + «18) + Oi»(Oii«+o»iy+«s!) = **■ 
Halbpanuneter: 

DeterminiULteiif ormeln : 



Herrn W, Brägmaun spreche ich auch an dieser Stelle für frexind- 
liche Eontrolle der Rechnnngen und des Druckea meinen verbind' 
liehen Dank ans. 
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